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Introduction1.1
Intégrer la var iab i l i té dans les modèles

Cette méthode est bien adaptée au
matériaux composites car il présentent une
variabilité naturelle.
Idem pour la fatigue.
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Pur hasard ?

vit
es

se
an

gle

rugosité

Géométrie

Répartition des masses

Trop  de paramètres ,  s ouven t  i n connus
Imposs i b i l i t é  à  décr i r e  l e  sys tème

Est-ce vraiment incertain ?1.2
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Approche pragmat i q ue : on recommence l ’ ob ser va t i o n
un grand nombre de fo i s

Nb tirages
augmente

Est-ce vraiment incertain ?1.2
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Atten t i o n au t r ucage, l ’ i n cer ta i n à donc des règ l e s :
équ i p r obab i l i t é

Nb tirages
augmente

Est-ce vraiment incertain ?1.2
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La p l anche de GALTON

Loi binomiale => Loi de Gauss
Si connaissance de tous les paramètres ?

Est-ce vraiment incertain ?1.2
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Fa c t e u r  h uma i n

(E, n, G, s, …)

P r o p r i é t é s  ma t é r i a u x Cha r g eme n t  mé c a n i q u e

Aléas internes et externes au système

Cond i t i o n s  c l im a t i q u e s

Facteurs influents1.3
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Système à n fonctions

AMDEC
m modes de défai l lance/fonction

A n a l y s e  d e s  m o d e s  d e  d é f a i l l a n c e s ,  é t u d e  d e  l e u r s  e f f e t s  e t  
c r i t i c i t é

Déterministe
V a l e u r s  m o y e n n e s ,  l i m i t e s ,  … Probabi l iste

V a r i a b l e s  a l é a t o i r e s ,  d i s t r i b u t i o n s ,  …

Modèle physique pour chaque mode
A n a l y t i q u e ,  é l é m e n t s  f i n i s ,  …

Démarche2.1
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Démarche2.1
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Méthode Contrainte - Résistance

Base du calcul : comparer le potentiel du système à sa sollicitation !

On parle de méthode contrainte – résistance.

Ces deux mots doivent être considérés au sens large et non seulement en
mécanique.

Il faut donc construire une fonction dite de performance :

G = R −S

2.2
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1 - Définir le modèle mécanique (AMDEC) ;

2 - Définir les données probabilistes, ou variables de conception ;

3 - Choisir le scénario de défaillance (dimensionnant pour la structure)
Þ définition de la fonction de performance :

v Surface d�état-limite
v Domaine de sûreté Ds
v Domaine de défaillance Df

4 - Effectuer les calculs de probabilité ;

5 - Analyser les résultats, étude de sensibilité.

G = R −S

Les étapes d’une approche fiabiliste :

Méthode Contrainte - Résistance2.2
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G X( ) = R X
1
, ... , X

i( ) −S X
i+1
, ... , X

n( )

Défaillance Sûreté

Densité conjointe de probabilité

G(X)=0

Fonction d’état limite2.3



15

P G X( ) > 0!
"#

$
%&
= f

X
(X )dX

1
... dX

n
G (X )>0

∫

1er moyen pour estimer la probabilité de défaillance :

Calcul analytique => rarement possible !!

Calcul par intégration2.4
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2ème moyen pour estimer la probabilité de défaillance :

Tirages aléatoires des variables
10-n => 10n+2 tirages
Temps de calculs !
Couplage avec surfaces de réponses

G X( ) = R X
1
, ... , X

i( ) −S X
i+1
, ... , X

n( )

G X( )≤0 => Pf

- 2 - 1 0 1 2 3 4
0

2

4

6

8

1 0

1 2

Méthodes de Monté-Carlo2.5
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fZ1 (Z1)

Z2
fZ2 (Z2 )

Z1

d o m a i n e  d e  d é f a i l l a n c e

G(Z1,Z2 ) = 0

L a s i m u l a t i o n d i r e c t e c o n s i s t e , p o u r e s t i m e r l a
p r o b a b i l i t é d e d é f a i l l a n c e , à c o u v r i r l ’ e n s e m b l e d u
d o m a i n e p a r d e s t i r a g e s a l é a t o i r e s e t à c o m p t e r l e
n o m b r e d e t i r a g e d a n s l e d o m a i n e d e d é f a i l l a n c e :

Méthodes de Monté-Carlo2.5
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T i r a g e s  é q u i d i s t a n t s
F o n c t i o n  i n v e r s i b l e

Principe de la méthode

Méthodes de Monté-Carlo2.5
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100 t i r ages

1000000 t i r ages

5000 t i r ages

G é n é r a t e u r  n o m b r e  a l é a t o i r e  c l a s s i q u e

Méthodes de Monté-Carlo2.5
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T i r a g e s  é q u i d i s t a n t s  a v e c  l a  l o i  u n i f o r m e

T i r a g e  l o i  u n i f o r m e R é s u l t a t s  g a u s s i e n s

1 0 0  t i r a g e s

D é s é q u i l i b r e  v e r s  P = 0 , 7  = >  v a l e u r  d e  l a  v . a .≈4

Méthodes de Monté-Carlo2.5
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• Méthode d’approximation
• Temps de calcul beaucoup plus 

court
• Pas d’estimation de l’erreur 

(aveugle)
• Accès aux sensibilités

P = φ(−β)

3ème moyen pour estimer la probabilité de défaillance :

Méthode FORM/SORM2.6



Méthode FORM/SORM3
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FORM – SORM : comparaison avec Monté-Carlo

1er cas :

G=R-S
R et S deux gaussiennes
Moyenne : R=100 et S variable de 100 à 5 par pas de 5 
Ecart type de 20

Exemple3.1
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FORM – SORM : comparaison avec Monté-Carlo

1,0E-04

1,0E-03

1,0E-02

1,0E-01

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Pr
ob

ab
ili
té

FORM

MC (1 million)

Ecart moyenne entre R et S

Exemple3.1
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FORM – SORM : comparaison avec Monté-Carlo

1er cas :

G=R-S
R et S deux gaussiennes
Moyenne : R=100 et S variable à partir de 100 
Ecart type de 5

Exemple3.1



26

FORM – SORM : comparaison avec Monté-Carlo

1,0E-41
1,0E-39
1,0E-37
1,0E-35
1,0E-33
1,0E-31
1,0E-29
1,0E-27
1,0E-25
1,0E-23
1,0E-21
1,0E-19
1,0E-17
1,0E-15
1,0E-13
1,0E-11
1,0E-09
1,0E-07
1,0E-05
1,0E-03
1,0E-01 0 20 40 60 80 100

Pr
ob

ab
ili

té
Ecart entre moyenne R et S

FORM
Proche du nombre de tirages

Exemple3.1
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Cas d’une gaussienne à deux dimensions

P ' = 1
2.π.σ1.σ 2

exp −
1
2

X1 − X1( )
2

σ1
2 +

X2 − X2( )
2

σ 2
2

"

#

$
$$

%

&

'
''

"

#

$
$$

%

&

'
''

Espace physique

Se ramener toujours dans mes mêmes conditions => transformation de l’espace

G(xi)=0

X1

X2

G(xi)=0

Démonstration3.2
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Cas d’une gaussienne à deux dimensions

U1 = 0 σU1
=1

∂P'= 1
2.πexp −

1
2 U1

2 +U2
2( )

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

Condition 1 : se mettre dans un espace standard : gaussiennes centrées
réduites (Changement de variable) et indépendantes :

ó etU1 =
X1 − X1
σ1

∂P= 1
2.π.σ1.σ2

exp −
1
2

X1 −X1( )
2

σ1
2 +

X2 −X2( )
2

σ2
2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

=> Équation d’un cercle 

Démonstration3.2
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U1

U2

Espace centré réduit

First Order Reliability Method

X1

X2

G(xi)=0
H(ui)=0

Espace physique

Démonstration3.2
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U1

U2

Espace centré réduit

First Order Reliability Method

Condition 2 : état limite doit être un hyper-plan

Erreur

Démonstration3.2
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Calcul de la probabilité de défaillance :

P = 1
2.π

exp −
1
2
U1
2 +U2

2( )"

#
$

%

&
'

σ1U1−σ 2U2+X1−X2≤0
∫ .dU1.dU2

Faire un changement de repère pour mettre l’un des axes parallèle à 
l’état limite => intégration sur un rectangle.

U2

U1

U2

U1

U’2

U’1

a

Démonstration3.2
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U1

U2

!

"

#
#

$

%

&
&
=

cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

(

)
*
*

+

,
-
-

U1
'

U2
'

!

"

#
#

$

%

&
&

G(U1
',U2

' ) = (σ R cos(α)−σ S sin(α)).U1
' − (σ R sin(α)+σ S cos(α)).U2

' + R− S = 0

G(R,S) = R− S = 0Fonction d’état limite dans l’espace physique :

Etape 1 – Changement de variables :

H(U1,U2)=(U1.σR +R)−(U2.σS +S)=0
Etape 2 - Écriture de G dans l’espace centré réduit :

U1 =
R− R
σ R

U2 =
S − S
σ S

Etape 3 – Rotation du repère :

Démonstration3.2
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G(U1
',U2

' ) = (σ R cos(α)−σ S sin(α)).U1
' − (σ R sin(α)+σ S cos(α)).U2

' + R− S = 0

U2

U1

U’2

U’1

a

a.U1
' + b.U2

' + c = 0Equation générale du type :

a = 0

G(U1
',U2

' ) = −(σ R sin(α)+σ S cos(α)).U2
' + R− S = 0

U2
' =

R− S
(σ R sin(α)+σ S cos(α))

=U0
'

sin(α)
cos(α) = tan(α)=

σ R

σ S
U’0

Démonstration3.2
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dU1
'.dU2

' = dR.dS

Le déterminant du jacobien de la matrice rotation =1

P = 1
2π e

−
1
2(U1

' )2

−∞

+∞

∫ dU1
'

$

%
&&

'

(
)) e

−
1
2(U2

' )2

U0
'

+∞

∫ dU2
'

$

%

&
&

'

(

)
)

*

+

,
,

-

.

/
/

U2

U1

U’2

U’1

U’0

e
−
1
2
x2

−∞

+∞

∫ dx = 2π

Démonstration3.2
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P = 1
2π

e
−
1
2(U2

' )2

−∞

−U0
'

∫ dU2
'

$

%

&
&

'

(

)
)
=Φ(−U0

' )

2π=

Notion d’indice de fiabilité !

U’0 est la plus proche distance entre l’origine et l’état limite.

P = 1
2π e

−
1
2(U1

' )2

−∞

+∞

∫ dU1
'

$

%
&&

'

(
)) e

−
1
2(U2

' )2
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'

+∞

∫ dU2
'

$

%

&
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'
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)
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,
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/
/

Démonstration3.2
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Fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite

−U0
'

P = 1
2π

e
−
1
2(U2

' )2

−∞

−U0
'

∫ dU2
'

$

%

&
&

'

(

)
)
=Φ(−U0

' )

P = φ(−β)

Démonstration3.2



37

Fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite

Démonstration3.2



38

Application : tige en traction

L’état limite est définie par :

F : moyenne = 70MN  ;  écart type = 15MN
srésistance : moyenne = 272,72MPa ; écart type = 16,36MPa
La section de la tige est de 0,42m2

Les distributions sont supposées gaussiennes.

Quelle est la probabilité de défaillance ?
Rappel :

La distance entre une droite d’équation                        et un point 

G=σrésistance .A−F

a.x+b. y+c =0 A(xA , yA)

d =
a.xA +b. yA +c

a2 +b2

Application 13.3
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Fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite

Application 13.3
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Soit l’état limite suivant :

H(u1 ,u2)=u12 −2 3u1u2 +3u22 −2 3u1 −2u2 +12
Changement de variables u{ }= R[ ] v{ }

R[ ] =

1
2

3
2

−
3
2

1
2

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'

U1

U2

H(u)<0

V2

V1

Application 23.4
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H (v1,v2 ) = 4v1
2 − 4.v2 +12 = 0 => v2 = v1

2 +3

U1

U2

H(u)<0

V2

V1

b

Application 23.4
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β = 3

Pf _FORM ≈ φ(−β) = 0,001350

Application 23.4
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β =3⇒Pf =φ(−3)

Pf _FORM ≈ φ(−β) = 0,001350

H (v1,v2 ) = 4v1
2 − 4.v2 +12 = 0 => v2 = v1

2 +3

Application 23.4
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b

Problème : la fonction n’est pas un hyper-plan !

U1

U2

H(u)<0

V2

V1

Erreur

Erreur

Application 23.4
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( )b-F»fP

Pf ≈ Φ −β( ) 1−βκ i( )−
1
2

i=1

n−1

∏

FORM

SORM

Breitung

Second Order Reliability Method

Courbures

Application 23.4
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Courbures principales : λ1 = 0,φ1 =

3
2
1
2

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

λ2 = 0,φ2 =

1
2

−
3
2

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

Résultat FORM

Pf _FORM ≈ φ(−β) = 0,001350 soit β = 3

Intégration analytique

Panalytique =0,000483 soit β =3,3

Formule de Breitung

Pf _SORM =φ(−β) 1
1+κβ

=0,00051 <=> β =3,285

Application 23.4



47

Intégration analytique

Vérification par l’approche de Monté-Carlo

1 million de tirages 10 fois :

Panalytique =0,000483 soit β =3,3

0.00047   
0.000472  
0.000452  
0.000477  
0.000503  
0.000497  
0.000464  
0.000489  
0.000512  
0.000513

Moyenne : 0,000484 

Application 23.4
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Cas de variables indépendantes

Si la variable Xi ne suit pas une loi normale il est possible de définir la
transformation T en écrivant l’égalité des probabilités pour les deux
variables xi et ui (d’ou isoprobabiliste) :

définie par :

Si est inversible pour tout xi, la transformation inverse s’écrit :

x
i
→
T

u
i Φ(u

i
) = F

xi
(x

i
)

x
i
→
T

u
i
= Φ−1(F

xi
(x

i
))

F
xi

u
i
→
T-1

x
i
= F

xi

−1(Φ(u
i
))

Transformation isoprobabiliste3.5
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Cas de variables indépendantes

Exemple simple avec la transformation gaussienne point par point :

Gaussienne : moyenne=2 ; s=1

1ère étape

Xi -> Probabilité

N (2;1)

0,158

1,0

Transformation isoprobabiliste3.5
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Cas de variables indépendantes

Exemple simple avec la transformation gaussienne point par point :

Gaussienne : moyenne=2 ; s=1

2ème étape

-> uiN (0,1)

0,158

-1,00

Transformation isoprobabiliste3.5
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Cas de variables indépendantes

Exemple simple avec la transformation gaussienne point par point :

Gaussienne : moyenne=2 ; s=1

3ème étape

Détermination de
la loi entre ui et xi

1,0

-1,00

Transformation isoprobabiliste3.5
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Cas de variables indépendantes

Exemple simple avec la transformation du gaussienne point par point :

Gaussienne : moyenne=2 ; s=1 ; x=1

xi→ui =
xi -mxi

σ i

2

1

Transformation isoprobabiliste3.5
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Cas de variables indépendantes

Exemple avec la loi uniforme point par point :

Loi uniforme : limite inférieure =2, supérieure=8

Transformation isoprobabiliste3.5


